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Loi normale standard (ou centrée-réduite)
I Une variable aléatoire (v.a.) réelle X suit une “loi normale”

ou “loi gaussienne” ou “loi de Laplace-Gauss” si sa densité
( : probability density function, pdf ) vaut:

∀x ∈ R, ϕ(x) = ϕ0,1(x) := 1√
2π
e−

x2
2
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I Notation: X ∼ N (0, 1)

I Propriétés:{
E(X) = 0 (espérance nulle)
Var(X) = E(X − E(X))2 = 1 (variance unitaire)
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Loi normale
I Une v.a. Y suit une loi normale de paramètres µ et σ2 si

Y = µ+
√
σ2X

où X ∼ N (0, 1), c’est-à-dire si sa densité vaut:

ϕµ,σ2(x) = 1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2

I Notation: Y ∼ N
(

µ︸︷︷︸
Espérance

, σ2︸︷︷︸
Variance

)

I Propriétés:

{
E(Y ) = µ (Espérance)
Var(Y ) = E(Y − E(Y ))2 = σ2 (Variance)
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Exemple: variation en µ (centrage)

TO DO: voir jupyter notebook GaussianDistribution.ipynb
et widgets sur le site du cours
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Exemple: variation en σ (échelle/dispersion)

TO DO: voir jupyter notebook GaussianDistribution.ipynb
et widgets sur le site du cours
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Exemple 2D (p = 2)
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Vecteurs gaussiens (hors programme)

Notation: X ∼ N (µ,Σ) ⇐⇒ le vecteur aléatoire X ∈ Rp suit
une loi gaussienne d’espérance µ et de covariance Σ.

Densité à deux paramètres: ϕµ,Σ : Rp 7→ R

• le vecteur d’espérance: µ ∈ Rp

• la matrice de covariance Σ ∈ Rp×p est symétrique

ϕµ,Σ(x) = 1

(2π)
p
2
√

det(Σ)
exp

{
−1

2(x− µ)>Σ−1(x− µ)
}

.

Rem. : det(Σ) est le déterminant de Σ, i.e., le produit des valeurs
propres de Σ. On parle de cas dégénéré quand det(Σ) = 0

: Σ doit être supposée définie positive (i.e., toutes ses valeurs
propres ≥ 0) pour être une matrice de covariance
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Loi normale
I Rôle central en statistique
I De nombreuses données suivent (approx.) cette loi
I Le théorème central limite (TCL) assure que certaines

variables aléatoires suivent (approx.) cette loi si n est grand

TCL : x̄n − µ
σ/
√
n

=
√
n

(
x̄n − µ
σ

)
→ N (0, 1)

si x1, . . . , xn i.i.d. (indépendants et identiquement distribués)
d’espérance µ et de variance σ2
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Rem. : zn → N (0, 1) signifie que la loi de la variable converge vers
une loi normale centrée-réduite
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Lien histogramme–densité et TCL

I Si des données suivent approximativement une loi normale,
alors l’histogramme des données standardisées doit ressembler
à la courbe ci-dessous

I Standardiser les données x1, . . . , xn : xi − x̄n
sn

, i = 1, . . . , n
(retrancher la moyenne, diviser par l’écart-type)

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

Taille de la mère standardisée

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

D
en

si
té
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Comparaison:
histogramme / loi normale

• Les données semblent être bien
représentées par une loi normale

• On peut alors utiliser cette loi pour
répondre à des questions statistiques
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Zoom

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

Taille de la mère standardisée

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40
D

en
si

té
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Rem. : noter que l’abscisse est sans unité et varie de -4 à 4
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Calcul des probabilités
I La probabilité d’être plus petit qu’un nombre z correspond à

l’aire sous la courbe ϕ entre −∞ et z

Φ(z) =
∫ z

−∞

1√
2π

exp
(
−x

2

2

)
dx

Φ est la fonction de répartition d’une loi normale
( : Cumulative distribution function, cdf)
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Quelques propriétés de Φ

I Φ(−x) = 1− Φ(x) (symétrie) :

I Φ(0) = 1
2 (0 est la médiane) :
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Visualisation de la fonction de répartition
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Visualisation des quantiles:
Aire α = 0.79, seuil = Φ−1(α) = 0.82

ϕ

Exemple de la taille de la mère:
P[Taille ≤ 168] = P

[Taille− x̄n
sn

≤ 168− x̄n
sn

]
≈ Φ(0.82) = 0.79

on calcule la moyenne (x̄n = 162.7) et l’écart-type (sn = 6.428) de
l’échantillon pour obtenir ce nombre

Rem. : cf. notebook GaussianDistribution.ipynb
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Quantiles gaussiens

Utiliser plutôt:

En Python: ( : Percent Point Function, ppf)

>>> from scipy.stats import norm
>>> norm.ppf(0.95, 0, 1)
1.6448536269514722

En R:

>>> qnorm(.95,mean=0,sd=1)
1.6448536269514722
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Tirages / échantillons gaussiens: cas 1D

import numpy as np
n_samples = 1000
X = np.random.normal(loc=0,

scale=3,
size=n_samples)
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Tirages / échantillons gaussiens: cas 2D

mu = [0, 0]
Sigma = [[3, 2], [2, 2.5]]
n_samples = 1000
X = np.random.multivariate_normal(mu,

Sigma,
n_samples=100)
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Tirages gaussiens
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Diagrammes quantiles-quantiles(1): exemple

−3 −2 −1 0 1 2 3

Quantiles de la loi normale

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0
P

oi
ds

à
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(1)M. B. Wilk and R. Gnanadesikan. “Probability plotting methods for the analysis for the analysis of data”. In:
Biometrika 55.1 (1968), pp. 1–17.

22 / 27



Diagrammes quantiles-quantiles (qq-plots)

I Représentation graphique comparant des distributions de type:
• observées vs observées
• observées vs théoriques
• théoriques vs théoriques

I Utilité des qq-plots:
• Vérifier si les données suivent une loi particulière
• Vérifier si deux jeux de données ont la même loi

I Construction pour le cas gaussien:
on ordonne l’échantillon x1, . . . , xn en x(1) ≤ · · · ≤ x(n) et on
affiche les points de coordonnées(

Φ−1
(

i
n+1

)
︸ ︷︷ ︸

quantile théorique

, x(i)︸︷︷︸
quantile empirique

)
, pour i = 1, . . . , n

Rem. : détails en TD / TP
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Interprétation de qq-plot:
masse à la naissance vs loi normale

I Si les observations étaient N (0, 1) alors le nuage de points se
concentrerait autour de la droite y = x

I Si le nuage de points se concentre autour d’une droite mais
pas y = x, disons y = ax+ b
I Si b 6= 0 =⇒ Translation
I Si a 6= 1 =⇒ Changement d’échelle
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Quelques qq-plots pathologiques
(vs. loi normale)
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Biographie du jour : Carl Friedrich Gauss(2)

I Mathématicien, astronome et
physicien germanique (1777-1855)

I “Le prince des mathématiciens”
I Introduit la loi gaussienne, dite

aussi loi de Laplace-Gauss
I Un des créateurs des moindres

carrés (en conflit avec Legendre...)
I . . .

(2)https://fr.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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