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TD N° 3 : Estimation et tests

EXERCICE 1. (ADN et test d’adéquation a une loi uniforme)
Le tableau ci-dessous représente le nombre observé de palindromes pour 10 segments de PADN du
CMYV. Ces données suivent-elles une loi uniforme ? Décrivez votre démarche pour conclure.

Segment 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total
Effectifs 29 21 32 30 32 31 28 32 34 27 296

Remarque : une sortie numérique donne comme statistique associée ngs =~ 4.14 et comme p-valeur
approximative 0.90.

Correction:
Déja rappeler pourquoi on s’intéresse a la loi uniforme — cf. cours sur le processus de Poisson. Pour le
test d’adéquation on refait le tableau. La statistique observée est alors

Segment Eff. obs Eff. théo.

1 29 29.6
2 21 29.6
3 32 29.6
4 30 29.6
) 32 29.6
6 31 29.6
7 28 29.6
8 32 29.6
9 34 29.6
10 27 29.6

TABLE 1 — Tableau nécessaire pour le test d’adéquation du 2.

5 (29 — 29.6)2 (27 — 29.6)?

= ~4.14
Xobs 206 T 206 :

or sous Hy (la distribution est uniforme dans chaque case) la statistique suit une loi du x%,_; (on n’a
pas a estimer de parameétres). On trouve numériquement que la p-valeur est approximativement 0.90. On
accepte donc Hy au profit de Hy, ce qui veut dire concrétement pour notre exemple que le processus de
Poisson semble bien modéliser globalement la position des palindromes dans ’ADN.

EXERCICE 2. (Jeux vidéos)
Sur 91 étudiants ayant participé & un sondage sur les jeux vidéos, on a relevé les résultats suivants :

Note A B C D F Total
Effectifs 31 52 8 0 O 91

Ces observations sont-elles en adéquation avec la distribution 20% de A, 30% B, 35% C, 10% de D et
5% de F'?

Remarque numérique : la statistique associée au test est Xzbs ~ 61.89 et la p-value associée est
~2.3-10713.

Correction:
On nous demande de faire un test du x?, on va suivre les étapes de la méthodologie présentée en cours
(schéma général) :

1) La table des effectifs observés par classe est donnée en énoncé
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Note A B C D F Total
Eff. obs. 31 52 8 0 0 91
Distrib 20% 30% 35% 10% 5% 1
Eff. esp. 182 273 31.35 9.1 4.05 91

2) L’énoncé nous donne une loi précise et pas une famille de loi, donc pas de parameétre a estimer
3) On calcule les effectifs espérés sous Hy :

4) On vérifie que les effectifs espérés sont > 5 pour chaque classe, ce n’est pas le cas pour F' donc on
la fusionne avec D :

Note A B C D+F Total
Eff. obs. 31 52 8 0 91
Distrib 20% 30% 35% @ 15% 1
Eff. esp. 18.2 273 31.35 13.15 91

5) On calcule la statistique de test :

5 (31 -18.2)2 (52 —27.3)2 (8—31.35)2 (0 — 13.15)2

= ~ 61.89
Xobs 18.2 + 27.3.2 + 31.35 * 13.15

Si Hj est vraie la statistique du test X(z)bs suit une loi du x? & 3 degrés de liberté (K =4 et D = 0). La
p-valeur associée est ~ 2.3 - 107!, donc on rejette Hy au profit de H;. C’est a dire que les observations
ne sont pas en adéquation avec la distribution donnée en énoncé.

EXERCICE 3. (Déterministe vs. aléatoire) Rappelons que si X suit une loi de Poisson de paramétre
6, alors pour tout entier k € N :

Gk —0

p(k)=P(X =k) = e

On rappelle aussi que lespérance d’une telle loi vaut E(X) = > 7 k- %e’e =40.

Pour un processus de Poisson homogéne de taux A par heure, montrez que le nombre d’occurrences sur
deux intervalles disjoints de 1 heure chacun suit une loi de Poisson de paramétre 2\, et donner I’espérance
de cette loi.

Aide :

n

P[n occurrences en deux heures] = E P[k occurrences la 1* heure, n — k occurrences la 27d¢],

et

Correction:
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L’aide permet de voir que

P[n occ. en 2h] = ZH’D[}C oce. 1™ heure, n — k occ. la 2nd¢)
k=0

ind Zp[k oce. la 1™ heure] - P[n — k occ. la 229 heure]

k=0
_ i AP AR
— k! (n—k)!
n
/\n
—2X
- kz:o Kl(n — k)!

k= e
_ efzxﬁ - n!
n! — kl(n —k)!
_ e_2>‘&2”
n!
eV,
n!

Bien insister sur cette propriété car le processus de Poisson est largement utilisé. Enfin, pour 'espérance
c’est linéaire donc ¢a fait 2\, ou bien les éléves recalculent ’espérance avec la formule précédente.

EXERCICE 4. (Méthode des moments - Loi uniforme)
Soient X1, ..., X, U(0,0) de loi commune la loi uniforme sur I'intervalle [0, 6] (avec 8 > 0).
a) Donner f, la densité de la loi de X1, et calculer son espérance.
b) Proposez un estimateur de  par la méthode des moments.
¢) Trouvez l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

d) Calculez lerreur quadratique moyenne pour ces deux estimateurs. Discutez.
Correction:

a)

De plus is X ~ U(0,0) :

c¢) La vraisemblance s’écrit

L(ea Xla s aXn) = He_ll{OSXiSG} ’

i=1
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et I'estimateur du maximum de vraisemblance noté éMLE maximise cette quantité. Puisque 6 > 0,
0~1 Dest tout autant. Or s’il existe au moins un X; > 6, la vraisemblance s’annule. De méme si un
des X; est négatif. Mais si X; € [0,0] pour tout ¢ = 1,...,n, alors la vraisemblance vaut =" > 0.
On conclut en notant que 'application x + x~" définie sur R} est décroissante. Et donc que

HMLE = max{Xl, . ,Xn} .
Rem. : dessiner au besoin la vraisemblance pour un cas avec n = 3 ou 4 observations. Montrer

qu’avant max{X7,..., X, } la vraisemblance vaut zéro, et qu’aprés c’est 9%.

d) L’erreur quadratique d’un estimateur 6 de 6 est donnée par E[(6 —0)2] = B(#)2 + Var(f). On a donc

B(émoment) _ E[émoment] — 0 = QIE[Xn] —0=0—-60=0

Y 2
Var[2X,] = 4Var[X,,] = éVar[Xl] = é% = g— ,
n n n

car Var(Xy) = E(X?) ~E(X1)2 = & [ a2dw — 02/4 = L [23/3]°20 — 62/4 = 02(1 — 1) = 2L Ainsi
A 62
MSE omomcnt -

( =3
Pour le maximum de vraisemblance c’est un peu plus dur. Posons M,, = max{X;,...,X,}. On a
alors clairement n

P[Mngx]:(§> . 0<z<0,
d’ott découle la densité de M,, qui vaut
f(a:)—eﬁnnfl, 0<z<¥6

0
E[M2] = = / e ldr = g2
Hn 0 n + 2
et donc le biais et la variance valent
BlAmie] = E[M,] — 0 = — 0
MLE] = n ]

nb?

Pt = G )

et donc

MSE(éMLE) = B(éMLE)Z + Var[éMLE]

02 nH2
T mA1R  mr D (n+2)
_ 2(n+1)0?
 (n+1)2(n+2)
262

C(n+D(n+2)

On voit donc que erreur quadratique pour le MLE sera plus petite dés lors que n est suffisamment
grand. C’est donc un meilleur estimateur !

EXERCICE 5. (Maximum de vraisemblance - loi de Pareto)
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Trouvez 'estimateur du maximum de vraisemblance pour 6 > 0 a partir de n observations X1,..., X,
suivant une loi de Pareto
fla;0)=0p’2="1, a>p,

ou p > 0 est inconnu.
Correction:
La log vraisemblance s’écrit

n

0(6; X1, Xp) = > {log(6) + 0log () — (6 + 1) log(X;)}
i=1

=nlog(d) + ndlog(u) — (0 + 1) znjlog(Xi).

L’estimateur du maximum de vraisemblance est solution de

o0(0; X1, ..., X,)
90

=0 <= g + nlog(p) — ;bg(xi) =0

> iy log(X;) — nlog(p)

Note : il est bon de vérifier que le dénominateur précédent est différent de zéro.

= OmMmLE =
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