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Critéres d'arréts : itérés stables, objectifs stables, saut de dualité . ..
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On doit visiter toutes les coordonnées régulierement pour assurer
la convergence. Les parcours les plus courants sont les suivants :

» parcours cyclique (Gauss-Seidel)

» parcours aléatoire avec remise : on tire de maniere uniforme
i.i.d. les coordonnées a mettre a jour

» parcours aléatoire sans remise : on tire de maniere i.i.d. une
permutation aléatoire des coordonnées (= : shuffle) apres
chaque époque

» parcours glouton (Gauss-Southwell) : on cherche de maniére
itérative la coordonnée la meilleure (e.g., celle qui fait le plus
bouger ou qui diminue le plus la fonction objective)
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Intérét de la descente par coordonnée

» utilité quand p est (treés) grand

» stratégie par “bloc” : on met a jour tout un groupe/bloc
(5t : Block Coordinate Descent) de coordonnées

» la convergence est assurée vers un minimum pour les cas :

1. Fonction lisse :

arg min f(6)
0

avec f convexe différentiable
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» utilité quand p est (treés) grand
» stratégie par “bloc” : on met a jour tout un groupe/bloc
(5t : Block Coordinate Descent) de coordonnées

» la convergence est assurée vers un minimum pour les cas :

1. Fonction lisse :
arg min f(6)
0

avec f convexe différentiable
2. Fonction lisse 4+ fonction séparable

argemin f(0) +g(0)

avec f convexe différentiable, et g convexe séparable :
9(0) = 3F_, 9;(6;), cf. Tseng (2001)
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Moindre carrés

arg min f(0) pour f(0)
OcRP

1
= |y —X0|2 =
51y 2

DN |

n p
Z(% - Z 0;Xi ;)
i=1 j=1
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Moindre carrés

arg min f(0) pour f(0)
OcRP

Rappel : Vf(8) = X (X0 —y) = =

1 1& P
= QHY - X0|5 = 5 Z(yi - Z 0,X;;)°
i=1 j=1
0
x| (X0 —y) SE0)

x, (X0 —y) %(9)

23



Moindre carrés

, 1 IS >
arg min f(0) pour f(0) = -|y — X0|3 = = Z(yl _ Z 0;X; ;)2
feRre 2 25 j=1
2
x| (X0 —y) &0
Rappel : Vf(6) = X '(X0 —y) = : =
x, (X0 —y) %(9)

Minimiser en ¢; en fixant 0, pour k # j < annuler la j¢ dérivée
partielle

0
0= an(O) = x;-r(XO —y) = X;-r <Xj9j + Z X0 — Y)
J k#j
) x/ (y e Xka:) x] (v = 2o Xun + x,0;)
—f — -
J X;I—Xj %3
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CD pour les moindres carrés

Mise a jour intelligente : stocker a I'itération k les résidus courants
r) =y — X 0" et les coefficients )
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CD pour les moindres carrés

Mise a jour intelligente : stocker a I'itération k les résidus courants
r) =y — X 0" et les coefficients )

int k (k)
it (k) x;0;
Pour chaque j € [1,p], faire : GJ(kH) — ijrmt/Hx]-H%

i k+1
T(k+1) « pint _ ng]( +1)

Impact mémoire faible :

» stocker un vecteur de résidus de taille n

» stocker un vecteur d’'estimation de taille p

Rem: ||x;||3 = 1 utile en optimisation (# en statistique)
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Ridge : descente par coordonnée

argmin f(0) pour f(6)
OeRP

[\D\>—~
HM:

p A p )
Z w45 2.0
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Ridge : descente par coordonnée

1 n
1 (0 _ 1
aragdngmf( ) pour f(0) 5 ;

ViO)=XT(X0-y)+)\0 =
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Ridge : descente par coordonnée

1 n D )\ p
. - - 02
argmin f(6) pour £(6) = 5 3, (v g i) 5 2

j=1
(X6 —y) + M\ ()

V() =XT(X0-y)+)0 = : =
x) (X0 —y) + 0, %(e)

Minimiser en ¢; en fixant 0, pour k # j < annuler la j¢ dérivée
partielle

0= (6)=x J(XO0—y)+ 20, =x] | x;60; + > xib — ¥ | + M
00;
k+#j
-
;=

x;-rxj + A %13 + A
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Ridge descente par coordonnée (Il)

Mise a jour intelligente : stocker a I'itération k les résidus courants
rk) =y — X 0" et les coefficients 0
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Mise a jour intelligente : stocker a I'itération k les résidus courants
rk) =y — X 0" et les coefficients 0

I () xjej(-k)

Pour chaque j € [1,p], faire : Oj(-kﬂ) — ijrmt/(ijH% +A)

k+1) __.int (k+1)
j
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Ridge descente par coordonnée (Il)

Mise a jour intelligente : stocker a I'itération k les résidus courants
rk) =y — X 0" et les coefficients 0

I () Xj%k)
Pour chaque j € [1,p], faire : Oj(-kﬂ) — x}rint/(ijH% +A)
pe+1) int Xj9§k+1)

Impact mémoire faible :

» stocker un vecteur de résidus de taille n

» stocker un vecteur d’'estimation de taille p

Rem: ||x;||3 = 1 utile en optimisation (# en statistique)
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Lasso : descente par coordonnée

. 1 S
argmin f(0) pour f(0) = §Hy —X0)? + ) Z 6]
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Lasso : descente par coordonnée

. 1 L
argmin f(0) pour f(0) = §Hy — X0H2 + A E 6]
OeRP j=1

Minimise en 6; avec les autres 6 (k # j) fixes :

0; = argmin f(6y,...,6,)
HJER
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Lasso : descente par coordonnée
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OeRPr j=1
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OeRPr
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Lasso : descente par coordonnée

argmin £(8) pour f(6) = fuy X0\12+A2191
OeRPr j=1

Minimise en 6; avec les autres 6 (k # j) fixes :

0; = argmin f(6y,...,6,)
0;eR

- argmln 5\\;, D7 0kxi — x0; 17 + X > 10k] + A6
eRr k#j k]

= argmm fo]H 92 {y — Z Orxr, x5)0; + A|0;]
k#j

2
. A
= argmin ;1 (9 =I5~ 2<y—29kaaXa>> ||X,”2|9j|
J

iR k#j

1
Rappel :  7g1.(2) = argmin — (2 — t)* + At
teR 2
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Lasso : descente par coordonnée (II)

Solution :

0; = N5 12 <|Xj RIE 9ka,Xj>>

k#j

Mise a jour intelligente : stocker a I'itération k les résidus courants
r) =y — X 0" et les coefficients 8
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Lasso : descente par coordonnée (II)

Solution :

0; = 115 5/ 2 <|Xj RIE 9ka,Xj>>

k#j

Mise a jour intelligente : stocker a I'itération k les résidus courants
r) =y — X 0" et les coefficients 8

inf k
rint o (k) +Xj9( )

J
(k+1)

: o T,
Pour chaque j € [1,p], faire : 6, < NST /%2 (xj rmt/ijHQ)

kD)

int p(k+1)
T —X]Gj

Impact mémoire faible :

» stocker un vecteur de résidus de taille n

» stocker un vecteur d’'estimation de taille p

Rem: ||x;||3 = 1 utile en optimisation (# en statistique)
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Descente par coordonnée : cas non-convexe

p
~pen . 1
6, = argmin Sly = X615+ D) peny,(16;])
OcRP 2
€ j:1
;_v__/ . ~ D)
attache aux données régularisation

Méme approche mais sans garantie de convergence globale
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Descente par coordonnée : cas non-convexe

p
~pen . 1
6, = argmin Sly = X615+ D) peny,(16;])
OcRP 2
€ j:1
;_v__/ . ~ D)
attache aux données régularisation

Méme approche mais sans garantie de convergence globale

in k
it (k) +xj9(- )

Pour chaque j € [1, p], faire : 9](-k+1) < Tlpen, , (XJTrint)
p+1) int xj0§k+1)

. 1
ol Tpen, (2) = aril%nn §(z — t)2 + pen)w(t)

et |x;||3 = 1; voir par exemple Breheny et Huang (2011)

18/23



Régularisation en 1D : Aucune

no(z) =z
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Régularisation en 1D : Ridge

z
+A

NRidge, A (2) = .
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Régularisation en 1D : Lasso

st (2) = sign(2)(2] = A)+
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Régularisation en 1D :  /,

nuraz/2(2) = 2120

— THT,\
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Régularisation en 1D :

nMCP,A,'y(Z)

{

MCP

sign(2)(lz] = A)+/(1 = 1/7)  si [zl <A

z

si |z] > A

—— TMCP,\y
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Régularisation en 1D : SCAD

sign(2)(|z| = A)+/(1 —1/7) si 2] < 2X
nscAD (%) = { ([v — 1)z —sign(2)yA]/(v —2)  si2A < |z| <A
P Si |z] > A

— TISCAD\y
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Régularisation en 1D : log

Mog(2) = .
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Régularisation en 1D : sqrt

Tlsqrt, A\ (z) = ...
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Régularisation en 1D : Enet

NEnet, A,y (Z) = ...
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Lasso-Positif

Exo: Proposer une maniére de résoudre le probleme Lasso avec une

contrainte de positivité sur les coefficients

~Lasso+

0

= arg min
6eR?.

(

1
Sy - x6[3
| —

attache aux données

+ A6l
——

régularisation

)
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Lignes de niveaux pour log

'

/

[
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Lignes de niveaux pour sqrt
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Optimisation pour le Lasso : autres méthodes

D’autres algorithmes peuvent étre utilisés pour construire une
solution approchée du Lasso :

» LARS Efron et al. (2004) pour le chemin entier. Celui-ci est
affine par morceaux, et on peut calculer toutes les solutions
par moindre carrées successifs

» méthodes de gradient proximal, Forward-Backward, de type
Seuillage Doux Itératif (5tZ : ISTA, FISTA), cf. Beck et
Teboulle(2009) : algorithme qui consiste a alterner mise a jour
par descente de gradient sur la partie lisse (quadratique) et
seuillage de I'itéré

Ces dernieres méthodes seront vues dans des cours ultérieurs
(e.g., INFMDI 341)
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