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Descente par coordonnée
Objectif : trouver une solution (approchée !) de arg min

θPRp
fpθq

Algorithme : Descente par coordonnée
Entrées : f , nombre d’« époques » K (ou de « passes »)
Initialisation : k “ 0 et θpkq “ 0 P Rp

pour k “ 1, . . . ,K faire

θ
pkq
1 Ð arg min

θ1PR
fpθ1 , θ

pk´1q
2 , θ

pk´1q
3 , . . . , θ

pk´1q
p´1 , θpk´1q

p q

θ
pkq
2 Ð arg min

θ2PR
fpθ

pkq
1 , θ2 , θ

pk´1q
3 , . . . , θ

pk´1q
p´1 , θpk´1q

p q

θ
pkq
3 Ð arg min

θ3PR
fpθpkq, θ

pkq
2 , θ3 , . . . , θ

pk´1q
p´1 , θpk´1q

p q

...
θ
pkq
p Ð arg min

θpPR
fpθ

pkq
1 , θ

pkq
2 , θ

pkq
3 , . . . , θ

pkq
p´1 , θp q

Sorties : θpKq

Critères d’arrêts : itérés stables, objectifs stables, saut de dualité . . .
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Parcours possibles

On doit visiter toutes les coordonnées régulièrement pour assurer
la convergence. Les parcours les plus courants sont les suivants :

§ parcours cyclique (Gauss-Seidel)

§ parcours aléatoire avec remise : on tire de manière uniforme
i.i.d. les coordonnées à mettre à jour

§ parcours aléatoire sans remise : on tire de manière i.i.d. une
permutation aléatoire des coordonnées ( : shuffle) après
chaque époque

§ parcours glouton (Gauss-Southwell) : on cherche de manière
itérative la coordonnée la meilleure (e.g., celle qui fait le plus
bouger ou qui diminue le plus la fonction objective)
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Intérêt de la descente par coordonnée

§ utilité quand p est (très) grand
§ stratégie par “bloc” : on met à jour tout un groupe/bloc
( : Block Coordinate Descent) de coordonnées

§ la convergence est assurée vers un minimum pour les cas :
1. Fonction lisse :

arg min
θ

fpθq

avec f convexe différentiable
2. Fonction lisse + fonction séparable

arg min
θ

fpθq ` gpθq

avec f convexe différentiable, et g convexe séparable :
gpθq “

řp
j“1 gjpθjq, cf. Tseng (2001)
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Motivation (cas convexe)
§ Convergence vers un minimum pour des fonctions lisses
cf. Tseng (2001)
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Motivation (cas convexe)
§ Convergence vers un minimum pour des fonctions séparables
cf. Tseng (2001)
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Motivation (cas convexe)
§ Convergence vers un minimum pour des fonctions lisses +
séparables cf. Tseng (2001)
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Motivation (cas convexe)
§ Attention : pas (toujours) convergence vers un minimum pour
des fonctions non-séparables/non-lisses
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Moindre carrés

arg min
θPRp

fpθq pour fpθq “ 1
2}y´Xθ}22 “

1
2

n
ÿ

i“1
pyi ´

p
ÿ

j“1
θjXi,jq

2

Rappel : ∇fpθq “ XJpXθ ´ yq “

¨

˚

˝

xJ1 pXθ ´ yq
...

xJp pXθ ´ yq

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

Bf
Bθ1
pθq
...

Bf
Bθp
pθq

˛

‹

‚

Minimiser en θj en fixant θk pour k ‰ j ô annuler la je dérivée
partielle

0 “ Bf

Bθj
pθq “ xJj pXθ ´ yq “ xJj

˜

xjθj `
ÿ

k‰j

xkθk ´ y

¸

ôθj “
xJj

´

y´
ř

k‰j xkθk
¯

xJj xj
“

xJj
`

y´
řp
k“1 xkθk ` xjθj

˘

}xj}22
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CD pour les moindres carrés

Mise à jour intelligente : stocker à l’itération k les résidus courants
rpkq “ y ´Xθpkq et les coefficients θpkq

rint Ð rpkq ` xjθpkqj
Pour chaque j P J1, pK, faire : θpk`1q

j Ð xJj rint{}xj}22
rpk`1q Ð rint ´ xjθpk`1q

j

Impact mémoire faible :
§ stocker un vecteur de résidus de taille n
§ stocker un vecteur d’estimation de taille p

Rem: }xj}22 “ 1 utile en optimisation (‰ en statistique)
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Ridge : descente par coordonnée

arg min
θPRp

fpθq pour fpθq “ 1
2

n
ÿ

i“1
pyi ´

p
ÿ

j“1
θjXi,jq

2 `
λ

2

p
ÿ

j“1
θ2
j

∇fpθq “ XJpXθ´yq`λθ “

¨

˚

˝

xJ1 pXθ ´ yq ` λθ1
...

xJp pXθ ´ yq ` λθp

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

Bf
Bθ1
pθq
...

Bf
Bθp
pθq

˛

‹

‚

Minimiser en θj en fixant θk pour k ‰ j ô annuler la je dérivée
partielle

0 “ Bf

Bθj
pθq “ xJj pXθ ´ yq ` λθj “ xJj

˜

xjθj `
ÿ

k‰j

xkθk ´ y

¸

` λθj

ôθj “
xJj

´

y´
ř

k‰j xkθk
¯

xJj xj ` λ
“

xJj
`

y´
řp
k“1 xkθk ` xjθj

˘

}xj}22 ` λ
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Ridge descente par coordonnée (II)

Mise à jour intelligente : stocker à l’itération k les résidus courants
rpkq “ y ´Xθpkq et les coefficients θpkq

rint Ð rpkq ` xjθpkqj
Pour chaque j P J1, pK, faire : θpk`1q

j Ð xJj rint{p}xj}22 ` λq

rpk`1q Ð rint ´ xjθpk`1q
j

Impact mémoire faible :
§ stocker un vecteur de résidus de taille n
§ stocker un vecteur d’estimation de taille p

Rem: }xj}22 “ 1 utile en optimisation (‰ en statistique)
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Lasso : descente par coordonnée

arg min
θPRp

fpθq pour fpθq “ 1
2}y´Xθ}2 ` λ

p
ÿ

j“1
|θj |

Minimise en θj avec les autres θk (k ‰ j) fixes :

θ̂j “ arg min
θjPR

fpθ1, . . . , θpq

“ arg min
θjPR

1
2}y´

ÿ

k‰j

θkxk ´ xjθj}2 ` λ
ÿ

k‰j

|θk| ` λ|θj |

“ arg min
θjPR

1
2}xj}

2θ2
j ´ xy ´

ÿ

k‰j

θkxk,xjyθj ` λ|θj |

“ arg min
θjPR

}xj}2
»

–

1
2

˜

θj ´ }xj}´2xy ´
ÿ

k‰j

θkxk,xjy

¸2

`
λ

}xj}2
|θj |

fi

fl

Rappel : ηST,λpzq “ arg min
tPR

1
2pz ´ tq

2 ` λ|t|
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Lasso : descente par coordonnée (II)
Solution :

θ̂j “ ηST,λ{}xj}2

˜

}xj}´2xy ´
ÿ

k‰j

θkxk,xjy

¸

Mise à jour intelligente : stocker à l’itération k les résidus courants
rpkq “ y ´Xθpkq et les coefficients θpkq

rint Ð rpkq ` xjθpkqj
Pour chaque j P J1, pK, faire : θpk`1q

j Ð ηST,λ{}xj}2
`

xJj rint{}xj}2
˘

rpk`1q Ð rint ´ xjθpk`1q
j

Impact mémoire faible :
§ stocker un vecteur de résidus de taille n
§ stocker un vecteur d’estimation de taille p

Rem: }xj}22 “ 1 utile en optimisation (‰ en statistique)
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Descente par coordonnée : cas non-convexe

θ̂
pen
λ,γ “ arg min

θPRp

ˆ

1
2}y´Xθ}22
loooooomoooooon

attache aux données

`

p
ÿ

j“1
penλ,γp|θj |q

looooooooomooooooooon

régularisation

˙

Même approche mais sans garantie de convergence globale

rint Ð rpkq ` xjθpkqj
Pour chaque j P J1, pK, faire : θpk`1q

j Ð ηpenλ,γ
`

xJj rint˘

rpk`1q Ð rint ´ xjθpk`1q
j

où ηpenλ,γ pzq “ arg min
tPR

1
2pz ´ tq

2 ` penλ,γptq

et }xj}22 “ 1 ; voir par exemple Breheny et Huang (2011)
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Régularisation en 1D : Aucune

η0pzq “ z

η0

19 / 23



Régularisation en 1D : Ridge

ηRidge,λpzq “
z

1` λ

ηRidge,λ

19 / 23



Régularisation en 1D : Lasso

ηST,λpzq “ signpzqp|z| ´ λq`

ηST,λ

19 / 23



Régularisation en 1D : `0

ηHT,λ2{2pzq “ z1|z|ěλ

ηHT,λ

19 / 23



Régularisation en 1D : MCP

ηMCP,λ,γpzq “

#

signpzqp|z| ´ λq`{p1´ 1{γq si |z| ď γλ

z si |z| ą γλ

ηMCP,λ,γ

19 / 23



Régularisation en 1D : SCAD

ηSCAD,λ,γpzq “

$

’

&

’

%

signpzqp|z| ´ λq`{p1´ 1{γq si |z| ď 2λ
prγ ´ 1qz ´ signpzqγλs{pγ ´ 2q si 2λ ď |z| ď γλ

z si |z| ą γλ

ηSCAD,λ,γ
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Régularisation en 1D : log

ηlog,λpzq “ ...

ηlog,λ,γ
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Régularisation en 1D : sqrt

ηsqrt,λpzq “ ...

ηsqrt,λ
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Régularisation en 1D : Enet

ηEnet,λ,γpzq “ ...

ηEnet,λ,γ
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Lasso-Positif

Exo: Proposer une manière de résoudre le problème Lasso avec une
contrainte de positivité sur les coefficients

θ̂
Lasso`
λ “ arg min

θPRp
`

ˆ

1
2}y´Xθ}22
loooooomoooooon

attache aux données

` λ}θ}1
loomoon

régularisation

˙
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Lignes de niveaux pour log
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Lignes de niveaux pour sqrt
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Optimisation pour le Lasso : autres méthodes

D’autres algorithmes peuvent être utilisés pour construire une
solution approchée du Lasso :

§ LARS Efron et al. (2004) pour le chemin entier. Celui-ci est
affine par morceaux, et on peut calculer toutes les solutions
par moindre carrées successifs

§ méthodes de gradient proximal, Forward-Backward, de type
Seuillage Doux Itératif ( : ISTA, FISTA), cf. Beck et
Teboulle(2009) : algorithme qui consiste à alterner mise à jour
par descente de gradient sur la partie lisse (quadratique) et
seuillage de l’itéré

Ces dernières méthodes seront vues dans des cours ultérieurs
(e.g., INFMDI 341)
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