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Limites du modèle linéaire
Vrai signal: fpxiq pour i “ 1, . . . , n
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Limites du modèle linéaire
Observations bruitées: yi “ fpxiq ` εi pour i “ 1, . . . , n
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Limites du modèle linéaire
Modèle linéaire: pas bien adapté ici
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Limites du modèle linéaire
Modèle polynomial: mieux adapté ici
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Modèle polynomial

Soit D le degré du polynôme:

yi “ θ‹0 `
D
ÿ

d“1
θ‹dx

d
i ` εi

X “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 x1 x2
1 . . . xD1

1 x2 x2
2 . . . xD2

1 x3 x2
3 . . . xD3

...
...

...
...

1 xn x2
n . . . xDn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

pmatrice de Vandermondeq

De manière équivalente Xi,j “ xj´1
i et θ‹ “ pθ0, . . . , θDq

J P RD`1

et
y “ Xθ‹ ` ε
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Choix du degré
On peut utiliser la Validation Croisée (CV) pour choisir le degré

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Degree

100

101

102

103

104

105
C

V
M

S
E

CV MSE curve

6 / 29



Choix du degré
On peut utiliser la Validation Croisée (CV) pour choisir le degré

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Degree

100

101

102

103

104

105
C

V
M

S
E

CV MSE curve

Best degree (CV MSE)

6 / 29



Avantages/inconvénients de la régression
polynomiale

Avantages
§ flexibilité pour de faible degrés
§ utile en estimation non-paramétrique

cf. Green et Silverman (1994)Fan et Gijbels(1996)

Inconvénients
§ les polynômes sont des fonctions globales (non localisées)
§ le nombre de paramètres à estimer augmente vite avec la
dimension et le degré
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Plusieurs covariables: p “ 2 et D “ 2
Considérerons le cas xi P R2

Ainsi xi “ rai, bis. Un polynôme d’ordre 2 requiert de fixer :

r1, ai, bi, a2
i , aibi, b

2
i s

Les coefficients aibi représentent les interactions entre les variables
x1 et x2.

Cela peut se modéliser de manière compacte:

yi “θ0 ` θ
Jxi `

1
2x
J
i Θxi ` εi

yi “θ0 `
p
ÿ

j“1
θjxi,p `

1
2

ÿ

1ďjďkďp
Θj,kxi,jxi,k ` εi

où Θ est une matrice (symétrique) pˆ p
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Plusieurs covariables: p “ 2 et D “ 3
Considérerons le cas xi P R2

Ainsi xi “ rai, bis. Un polynôme d’ordre 2 requiert de fixer :

r1, ai, bi, a2
i , aibi, b

2
i , a

3
i , a

2
i bi, aib

2
i , b

3
i s

Les coefficients aibici représentent les interactions entre les
variables x1,x2 et x3.

Cela peut se modéliser de manière compacte:

yi “θ0 `
p
ÿ

j“1
θjxi,p `

1
2

ÿ

1ďjďkďp
Θj,k ¨ xi,jxi,k

`
1
6

ÿ

1ďjďkď`ďp
Θj,k,` ¨ xi,jxi,kxi,` ` εi

où Θ est une matrice (symétrique) pˆ p, et Θ est un tenseur
(symétrique) pˆ pˆ p
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Représentation de tenseur 1D

Cas vectoriel
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Représentation de tenseur 2D

Cas matriciel
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Représentation de tenseur 3D

Cas tensoriel
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Splines ( : cerces)

Définition:
Un spline f est une fonction polynomiale par morceaux sur un
intervalle ra, bs, f : ra, bs Ñ R, composé de n sous-intervalles
rxi´1, xis avec a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn´1 ă xn “ b. La restriction
de f sur chaque intervalle rxi´1, xis est un polynôme
Pi : rxi´1, xis Ñ R, ainsi

fpxq “P1pxq, x0 ď t ă x1

fpxq “P2pxq, x1 ď t ă x2
...

fpxq “Pipxq, xn´1 ď t ď xn.

Le plus haut degré des polynômes Pi est appelé l’ordre du spline
f , et les xi sont appelé les nœuds ( : knots)

Rem: les plus populaires sont les splines (cubiques) d’ordre 3
Rem: on privilégie des splines lisses : C0, C1, C2, etc.
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Utilisation

§ statistiques
§ computer vision, cf. courbes de Bézier dans Inkscape et autre
logiciel de dessin vectoriel

§ analyse numérique
§ etc.

13 / 29

https://inkscape.org/


Utilisation

§ statistiques
§ computer vision, cf. courbes de Bézier dans Inkscape et autre
logiciel de dessin vectoriel

§ analyse numérique

§ etc.

13 / 29

https://inkscape.org/


Utilisation

§ statistiques
§ computer vision, cf. courbes de Bézier dans Inkscape et autre
logiciel de dessin vectoriel

§ analyse numérique
§ etc.

13 / 29

https://inkscape.org/


Utilisation

§ statistiques
§ computer vision, cf. courbes de Bézier dans Inkscape et autre
logiciel de dessin vectoriel

§ analyse numérique
§ etc.

13 / 29

https://inkscape.org/


Algorithmes

Approches standards pour ajuster des splines quand on observe des
points pxi, yiq pour i “ 1, . . . , n : chercher le spline avec courbure
minimum, i.e., résoudre:

f̂
∆
“ SPλpyq P arg min

f est un spline

˜

n
ÿ

i“1
pfpxiq ´ yiq

2 ` λ

ż b

a
|f2ptq|2dt

¸

Fait: la solution est atteinte pour un spline cubique, et peut être
obtenue par un moindre carré régularisé, avec Ω P Rnˆn

arg min
g

}y´ g}2 ` λgJΩg

voir détails dans Ch. 2, Green and Silverman (1994)

Note: avec cette régularisation les splines ont pour nœuds les xi
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Visual
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Choix du paramètre de lissage
On peut utiliser la Validation Croisée (CV) pour choisir le niveau
de lissage

0 2 4 6 8 10

s values

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

C
V

M
S

E
S

pl
in

es
CV MSE curve

MSE Spline = 0.2498 vs. MSE Polynomials = 2.1899

16 / 29



Choix du paramètre de lissage
On peut utiliser la Validation Croisée (CV) pour choisir le niveau
de lissage

0 2 4 6 8 10

s values

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

C
V

M
S

E
S

pl
in

es
CV MSE curve

Best s value (CV MSE)

MSE Spline = 0.2498 vs. MSE Polynomials = 2.1899
16 / 29



Syllabus

Modèle linéaire généralisés
Régression Polynomiale
Régression polynomiale locale / Splines
Modèles additifs (généralisés)

Robustesse
Moindres déviations absolues (Least Absolute Deviations)

17 / 29



Modèles additifs pour la régression
Avec les des fonctions réelles, i.e., fj : RÑ R, le modèle s’écrit

yi “
p
ÿ

j“1
fjpxi,jq ` εi

Cela peut être résumé comme suit:

y “
p
ÿ

j“1
fjpxjq ` ε

avec la convention fjpxjq “

¨

˚

˝

fjpx1,jq
...

fjpxn,jq

˛

‹

‚

avec xj “

¨

˚

˝

x1,j
...

xn,j

˛

‹

‚

Rem: potentiellement un des fj encode la variable constante

Rem: GAM (Generalized Additive Models): extension aux modèles
linéaires généralisés, e.g., régression logistique,
gpyiq “

řp
j“1 fjpxi,jq, avec g une fonction
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Rétro-ajustement (Backfitting)

Algorithm: Rétro-ajustement d’un modèle additif
Input : X “ rx1, . . . ,xps P Rnˆp, y P Rn

Initialize: f1 ” 0, . . . , fp ” 0 and r “ y (residual)
while not converged do

for j “ 1, . . . , p do

r Ð r` fjpxjqq // Partial residual update

fj Ð SPλj
prq // update with spline (param. λj)

r Ð r´ fjpxjqq // Partial residual un-update

Output: f1, . . . , fp

Rem: Le Rétro-ajustement est une descente par coordonnée
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GAM en action
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Pros and cons of GAM

Pros
§ can model non-linear effect automatically
§ interpretation is possible : functions are 1D (can visualize!)
§ can be extended to second order interactions of features (for
small p)

Cons
§ Stopping is not so simple (non-convex nature...)
§ Proper tuning is hard: at least one parameter by feature
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Plus de détails sur les GAM:

§ Vidéo: https://vimeo.com/125940125
§ Livre: Hastie and Tibshirani (1990)
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Les moindres carrés historiquement

(a) Adrien-Marie Legendre:“Nouvelles
méthodes pour la détermination des or-
bites des comètes”, 1805

(b) Carl Friedrich Gauss: “Theoria Mo-
tus Corporum Coelestium in sectionibus
conicis solem ambientium” 1809
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et juste avant ...

Définition
L’estimateur des Moindres Déviations Absolues ( : Least
Absolute Deviations (LAD)) est donné par:

pθ̂q P arg min
θPRp

n
ÿ

i“1
|yi ´ x

J
i θ|

avec X “ rx1, . . . , xns
J (description par ligne)

Rem: problème d’optimisation plus difficile que les moindres carrés;
nécessite un algorithme d’optimisation adapté à l’optimisation non
lisse (i.e., fonctions non différentiables)

Rem: cet estimateur est moins sensible aux éléments atypiques
( : outliers), e.g., observations ayant un εi important
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Paternité des Moindres déviations absolues

(c) Ruđer Josip Bošković:“???”,
1757

(d) Pierre-Simon de Laplace: “Traité
de mécanique céleste”, 1799
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LAD in action
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Points non abordés: extensions possibles

§ Robustesse: attache aux données `1, régression quantile,
moyennes tronquées, etc.

§ Méthodes gloutones ( : greedy)
§ boosting/bagging
§ Point de vue bayesien
§ Arbres / forêts (classification surtout)
§ K-plus proches voisins
§ SVM (classification)
§ Réseaux de neurones (classification surtout)
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