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Limites du modéele linéaire
Vrai signal: f(z;) pouri=1,...,n
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Limites du modeéle linéaire

Observations bruitées: y; = f(z;) +&; pouri=1,...,n
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ot

Limites du modeéle linéaire

Modele linéaire: pas bien adapté ici

= linear prediction

® noisy observations

—0.5 0.0
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Limites du modeéle linéaire

Modele linéaire: pas bien adapté ici

7 1 1 1 1 1 1 1
® noisy observations
Polynomial prediction (deg=2)
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Limites du modeéle linéaire

Modele polynomial: mieux adapté ici

7 1 1 1 1 1 1 1
® noisy observations

Polynomial prediction (deg=3)
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Limites du modeéle linéaire

Modele polynomial: mieux adapté ici

7 1 1 1 1 1 1 ]
® noisy observations

Polynomial prediction (deg=4)
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Limites du modeéle linéaire

Modele polynomial: mieux adapté ici

7 1 1 1 1 1 1 1
® noisy observations
—— Polynomial prediction (deg=>5)
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Limites du modeéle linéaire

Modele polynomial: mieux adapté ici

® noisy observations
—— Polynomial prediction (deg=6)
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Limites du modéele linéaire
Modele polynomial: mieux adapté ici

7 1 1 1 1 1 1 1
® noisy observations
—— Polynomial prediction (deg=3)
69 — Polynomial prediction (deg=4)
—— Polynomial prediction (deg=>5)
5 4 = Polynomial prediction (deg=6)
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Modele polynomial
Soit D le degré du polynéme:

D
yi=06+20§1‘?+5i

d=1
1z 2?2 zP
1 xy a3 o
2 D .
X=|1 =3 23 ... 3 (matrice de Vandermonde)

1 oz, 22 xb
De maniére équivalente X; ; = acg_l et 0* = (6y,...,0p)" e RP+H!
et

y=X0"+¢



Choix du degré

On peut utiliser la Validation Croisée (CV) pour choisir le degré
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= CV MSE curve
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On peut utiliser la Validation Croisée (CV) pour choisir le degré

CV MSE

10°

10*

103

10?

10!

10[)

Choix du degré

*

CV MSE curve
Best degree (CV MSE)

11
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Avantages/inconvénients de la régression
polynomiale

Avantages
» flexibilité pour de faible degrés

» utile en estimation non-paramétrique
cf. Green et Silverman (1994)Fan et Gijbels(1996)

Inconvénients
> les polyndmes sont des fonctions globales (non localisées)

» le nombre de parametres a estimer augmente vite avec la
dimension et le degré
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Plusieurs covariables: p =2 et D =2

Considérerons le cas z; € R?
Ainsi x; = [a;,b;]. Un polynéme d'ordre 2 requiert de fixer :

[17 g, bia azz7 aibi7 blz]

Les coefficients a;b; représentent les interactions entre les variables
X1 et Xo.

Cela peut se modéliser de maniere compacte:

1
Yi 290 + 9T$i + 51’:@1‘1 + &;

P
1
y; =00 + Z '9j55i,p + B} Z @j,kxi7j$i,k + &

Jj=1 1<j<k<p

ol © est une matrice (symétrique) p x p
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Plusieurs covariables: p =2 et D =3

Considérerons le cas z; € R?
Ainsi x; = [a;,b;]. Un polynéme d'ordre 2 requiert de fixer :

2 2 3 2 2 13
[17ai7bi7ai7aibi7b' aiaaibi7aib' b]

(3 1771

Les coefficients a;b;c; représentent les interactions entre les
variables x1, X2 et x3.

Cela peut se modéliser de maniere compacte:
< 1
yi =00+ ) Oiwip+ 5 D, Ojk- Tigig,
. 2
Jj=1 1<j<k<p
1
+ 6 Z @j,k,e T4 jTikTig + &

1< <k<Ut<p

ol O est une matrice (symétrique) p X p, et © est un tenseur
(symétrique) p X p X p

29



Représentation de tenseur 1D

Cas vectoriel
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Représentation de tenseur 2D

Cas matriciel
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Représentation de tenseur 3D

|
L
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Cas tensoriel
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Modele linéaire généralisés

Régression polynomiale locale / Splines
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Splines (11 : cerces)

Définition:
Un spline f est une fonction polynomiale par morceaux sur un
intervalle [a,b], f : [a,b] — R, composé de n sous-intervalles
[Ti—1,2;] avec a = g < 1 < -+ < Tp—1 < T, = b. La restriction
de f sur chaque intervalle [x;_1, ;] est un polyndme
P;: [zi—1,z;] — R, ainsi
f(x) =Pi(z), w0
f(z) =P(z), =

Le plus haut degré des polynémes P; est appelé I'ordre du spline
f, et les x; sont appelé les nceuds (Ef= : knots)

Rem: les plus populaires sont les splines (cubiques) d'ordre 3
Rem: on privilégie des splines lisses : C?, C!, C?, etc.
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Utilisation

» statistiques
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Utilisation

» statistiques

» computer vision, cf. courbes de Bézier dans Inkscape et autre
logiciel de dessin vectoriel
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Utilisation

» statistiques

» computer vision, cf. courbes de Bézier dans Inkscape et autre
logiciel de dessin vectoriel

» analyse numérique
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Utilisation

statistiques

computer vision, cf. courbes de Bézier dans Inkscape et autre
logiciel de dessin vectoriel

analyse numérique

etc.
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Algorithmes

Approches standards pour ajuster des splines quand on observe des
points (z;,y;) pour @ = 1,...,n : chercher le spline avec courbure
minimum, i.e., résoudre:

. n b
fEshye agmin (Z(f(z» — i)+ A f |f”<t>|2dt>
est un spline \ ,_q a

Fait: la solution est atteinte pour un spline cubique, et peut étre
obtenue par un moindre carré régularisé, avec {2 € R™*"

argmin [y — g|* + \g' Qg
g

voir détails dans Ch. 2, Green and Silverman (1994)

Note: avec cette régularisation les splines ont pour nceuds les x;
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Visual

noisy observations
Spline: large curvature

Spline: low curvature
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On peut utiliser la Validation Croisée (CV) pour choisir le niveau

de lissage

Choix du parametre de lissage

1 OSJ

108

CV MSE Splines
22353 5

o,
T
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10¢

—— CV MSE curve
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T T
6 8
s values

10
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Choix du parametre de lissage

On peut utiliser la Validation Croisée (CV) pour choisir le niveau

de lissage

—— CV MSE curve

10° 4 * Best s value (CV MSE) [

CV MSE Splines

s values

MSE Spline = 0.2498 vs. MSE Polynomials = 2.1899
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Modeles additifs pour la régression
Avec les des fonctions réelles, i.e., fj : R — R, le modéle s'écrit
P
yi= Y fi(@ig) + &
j=1

Cela peut étre résumé comme suit:

p
y =) filxj) +e
=1

fi(z15) 1,5
avec la convention f;(x;) = : avec X =

fi(n.5) Tn,j
Rem: potentiellement un des f; encode la variable constante
Rem: GAM (Generalized Additive Models): extension aux modéles
linéaires généralisés, e.g., régression logistique,
9(yi) = 25_; fi(zij), avec g une fonction
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Rétro-ajustement (Backfitting)

Algorithm: Rétro-ajustement d'un modéle additif
Input : X = [x1,...,%x,] e R"*P, y e R"
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Rétro-ajustement (Backfitting)

Algorithm: Rétro-ajustement d'un modéle additif

Input : X = [x1,...,%x,] e R"*P, y e R"
Initialize: f1 =0,...,f, =0 and r =y (residual)
while not converged do

forj=1,...,pdo

r<r-+ fj (Xj)) // Partial residual update
fj «— SPAJ. (I') // update with spline (param. \;)
r<—r-— fj (Xj)) // Partial residual un-update

OUtPUt: f17 .. -)fp

Rem: Le Rétro-ajustement est une descente par coordonnée
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GAM en action

5 AN R B L
=== true
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oly = f(x) + € avec f(x) = fi(z1) + fa(x2) + f3(x3) et

cos(3x)
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GAM en action

u N B . %

=== true

—— prediction

—-1.0 —;).5 (]ff) (175 1.0 -1.0 —;).5 (]fl) (175 1.0 -1.0 —;).5 (]fll (]TG 1.0
oly = f(x) + € avec f(x) = fi(z1) + fa(x2) + f3(x3) et

fi(x) = cos(3x)
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Pros and cons of GAM

Pros
» can model non-linear effect automatically

> interpretation is possible : functions are 1D (can visualize!)
» can be extended to second order interactions of features (for
small p)

Cons
» Stopping is not so simple (non-convex nature...)
» Proper tuning is hard: at least one parameter by feature
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Plus de détails sur les GAM:

» Vidéo: https://vimeo.com/125940125
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Plus de détails sur les GAM:

» Vidéo: https://vimeo.com/125940125
» Livre: Hastie and Tibshirani (1990)

22/29


https://vimeo.com/125940125

Syllabus

Robustesse
Moindres déviations absolues (Least Absolute Deviations)
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Les moindres carrés historiquement

(a) Adrien-Marie Legendre:“Nouvelles (b) Carl Friedrich Gauss: “Theoria Mo-
méthodes pour la détermination des or-  tus Corporum Coelestium in sectionibus
bites des cométes”, 1805 conicis solem ambientium” 1809
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et juste avant ...

Définition
L’estimateur des Moindres Déviations Absolues (St= : Least
Absolute Deviations (LAD)) est donné par:

n

() € arg min 2 lyi — x; 6

OeR? i1

avec X = [z1,...,2,]" (description par ligne)

Rem: probléme d’optimisation plus difficile que les moindres carrés;
nécessite un algorithme d'optimisation adapté a I'optimisation non
lisse (i.e., fonctions non différentiables)

Rem: cet estimateur est moins sensible aux éléments atypiques
(= : outliers), e.g., observations ayant un ; important
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Paternité des Moindres déviations absolues

(c) Ruder Josip Boskovi¢:“7??", (d) Pierre-Simon de Laplace: “Traité
1757 de mécanique céleste”, 1799
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= linear prediction
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LAD in action

=== true

® noisy observations
= linear prediction
——— LAD statsmodel
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Points non abordés: extensions possibles

Robustesse: attache aux données /1, régression quantile,
moyennes tronquées, etc.

Méthodes gloutones (St : greedy)
boosting/bagging

Point de vue bayesien

Arbres / foréts (classification surtout)
K-plus proches voisins

SVM (classification)

Réseaux de neurones (classification surtout)
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